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 چكیده

 یسنجاز ارتفاع حاصل دیاز ژئوئ فارس با استفاده جیدر خل ایدر سطح در شتاب ثقل یهاداده دیتول یبرا یابینمقاله، روش درو نیدر ا

بیضوی در یک فضای ابتدا به تعریف توابع اسپلاین .  گرددیارائه م یضویو اسپلاین ب بالا کیبا قدرت تفک لیژئوپتانس یهامدل ،یاماهواره

است. جهت تعریف توابع اسپلاین، نرم عملگرهای دیفرانسیلی خطی  شده پذیر پرداختهنهایت بار مشتقهیلبرت متشکّل از تمامی توابع بی

شوند که در می ای تعیین)از نوع ساده و تکراری( بر روی یک رویه بیضیگون کمینه گردیده و توابع اسپلاین به گونه ازجمله بلترامی و هلمهولتز

های بازتولید فضاهای هیلبرت نقش  شرایط دیریکله گسسته معلوم بر روی سطح بیضیگون صدق نمایند. در این راستا توابع گرین و نیز هسته

برونز  یتوسط رابطه یاماهواره یسنج از روش ارتفاع دهآمبه دست دی، ابتدا ارتفاع ژئوئهای شتاب ثقلکنند. جهت تولید دادهمهمی را ایفا می

ی مرجع از رو دانیاثر مگردد تا پتانسیل واقعی بدست آید.  در ادامه و به آن پتانسیل ژئوئید اضافه می لیتبد ماندهیباق لیبه پتانس یضویب

ه به اختلاف گسست کلهیرید لهأمس یرابعد، با استفاده از اسپلاین بیضوی ب گردد.  در مرحلهحذف و اختلاف پتانسیل حاصل می پتانسیل واقعی

به صورت شتاب ثقل به مقادیر به  ،میدان مرجع حذف شده اثر از آن پسشود. پتانسیل تابعی برازانده و عملگر گرادیان بر روی آن اعمال می

نیروی گریز از مرکز به علاوه  368برای این منظور، از بسط شتاب جاذبه بیضوی تا درجه و مرتبه  گردد.قبل افزوده می دست آمده از مرحله

روش  نیب یاسهیمقادر نهایت .  شوندیمنتقل م دیآزاد به سطح ژئوئ یهوا یآمده توسط آنومال دستثقل به شتاب یهاداده شود.استفاده می

 . گرددی ارائه میو کرو یضویاسپلاین ب یابیدرون
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 مهندسی فناوری اطلاعات مکانی -نشریه علمی پژوهشی 

 1399بهار   نخست شماره  متشهال س

 مقدمه -1

 مدل ژئوفیزیک، و ژئودزی در اهداف مهم از یکی

-مدل برای مهم هداد است. زمین ثقل میدان سازی

 شده گیریاندازه ثقل شتاب زمین، ثقل میدان سازی

 مناطق در که است حالی در این  ؛است زمین سطح در

 از ناشی خطاهای نظیر مختلفی عوامل دلیل به دریایی،

 تفکیک مشکل کشتی، نوسانات موقعیت، تعیین

جاذبه و همچنین  شتاب از کشتی حرکت هایشتاب

 خطاهای و مقیاس ضرایب کالیبراسیون، صفر، خطاهای

 دقت از شده مشاهده ثقل شتاب رطوبت، و دما از ناشی

های مورد داده از طرفی در .]1[نیست برخوردار بالایی

 دقت از ایماهواره سنجیارتفاع هایداده مطالعه،

 تولید یمسأله دلیل، همین به است؛ برخوردار مطلوبی

توسط  ایماهواره سنجیارتفاع هایداده از ثقل شتاب

 از. است گرفته قرار مطالعه مورد محققان برخی از 

 شتاب تولید مسأله، این در شدهانجام تحقیقات جمله

 برای استوکس انتگرال معکوس حل از ثقل با استفاده

 ]. 2[است دریا در ثقل شتاب تعیین

 تعیین ای برایماهواره سنجیهای ارتفاعداده

 مورد ژئودزی در گسترده صورت به ثقل آنومالی

 این متداول در حل های گیرند. روشمی قرار استفاده

 هوتین و یا استوکس، انتگرال از استفاده عمدتا مسأله،

 بدلیل همواری بالای توابع اسپلاین،  .است ماینز ونینگ

های یکی دیگر از روش اسپلاین یابی  درون از استفاده

، 6 [مورد علاقه محققان در حل این گونه مسائل است

های . با توجه به هندسه زمین، اسپلاین] 11و 11، 18

 ای برخوردار هستند.کروی و بیضوی از اهمیت ویژه

 زیادی منابع در کروی حالت برای اسپلاین یابی درون

  .] 1و 0، 6، 1، 4، 3 [است گرفته قرار توجه مورد

 بر روی مثلثاتی اسپلاین تعمیم در واقع کروی اسپلاین

 خمیده رویه یک بر روی که است صفحه در دایره

 اسپلاین از خواص بسیاری بنابراین؛ گرددمطرح می

 .است دایره بر روی آن بعدی دو حالت با مشابه کروی

کننده نرم ممینیم نییمقاله، تع نیا یهدف اصل

 کیپوسته  یبر رو یخاص یلیفرانسید یعملگرها

منجر  یضویب یهااست که به اسپلاین یگونضیب

کره قبلا مورد  کی یرو یهااسپلاین نییگردد. تعیم

که تحقیقاتی  نیتراز مهم یکی مطالعه قرار گرفته است.

مسائل حل صورت پذیرفته  یضویب یهادر اسپلاین

تابع  . در این مسائل،سوبولف است یهایدر فضامرتبط 

موسوم به  یحالت خاص یبرا یضویاسپلاین بیاب درون

از  ینامتناه یبر اساس سر یضویهسته آبل پواسون ب

 این .]13[توابع لژاندر نوع اول و دوم حاصل شده است

 با شرایط دیریکله یمسأله جواب واقع در هسته

 لاپلاس عملگر برای رویه بیضیگون از خارج در گسسته

 است.

 با های شتاب ثقل در سطح دریاروش تولید داده

مورد   اسپلاین در بیرون پوسته یک کره از استفاده

 روش حاضر، مقاله . در]14و12[مطالعه قرار گرفته است

 مقایسه کروی اسپلاین روش با بیضوی اسپلاین

 زمین ثقل میدان هندسه اینکه به توجه گردد.  بامی

به نظر  گردد،می مدل بهتر توسط مختصات بیضوی

جای هندسه  به هندسه بیضوی گرفتن در نظررسد می

 خاص، طور یابی شود.  بهدرون دقّت بهبود باعث کروی

 گردد، خلیج می آن تولید در ثقل هایداده که ایمنطقه

 یسنجارتفاع هایداده از فارس است. در این خصوص،

 بالا کیبا قدرت تفک لیژئوپتانس یهامدل ی واماهواره

گردد. در نهایت با مقایسه نتایج به دست استفاده می

 توسط عملیات شده آوریجمع ثقل هایآمده با داده

 شود. به همیندقّت روش ارائه شده ارزیابی می کشتی،

 شد: در زیر اجرا خواهند 1تا  1 مراحل منظور

 از استفاده با دریا در ژئوئید ارتفاع محاسبه .1

 سطح اطلاعات سطح متوسط دریا و توپوگرافی

 دریا،

 فرمول از استفاده با باقیمانده پتانسیل محاسبه .2

 بیضوی، برونز

 با بیضیگون سطح در باقیمانده پتانسیل یابی درون .3

 بیضوی، اسپلاین از استفاده

 اعمال عملگر با باقیمانده جاذبه شتاب محاسبه .4

 قبل، مرحله باقیمانده پتانسیل تابع به گرادیان
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          ... شتتا   های¬داده تولید در آن کاربرد و بیضوی اسپلاین
 و همکاران مصطفی کیانی شاهوندی

 محاسبه منظور به شده حذف اثرات بازگرداندن .1

 دریا. سطح در ثقل شتاب

رویه یک  ازهای مسأله  بر روی بخشی داده اگر

بیضوی را  بیضیگون توزیع شده باشند، اسپلاین

های معرفی نمود. داده گرین اساس توابع بر توان می

تابع در نقاط خاصی از رویه  مقدارمسأله ممکن است 

بیضیگون و یا مشتق تابع در راستای بردار نرمال رویه 

 از حاضر مقاله بیضیگون در نقاط تعیین شده باشد. در

 اسپلاین گرین در مختصات بیضوی برای تعریف توابع

 می استفاده ثقل شتاب هاییابی دادهدرون و بیضوی

 هرد برای بیضوی اسپلاین توابع همچنین. شود

محاسبه  عملگرهای دیفرانسیلی خطی از تریوسیع

 شتاب هایداده تولید برای بدست آمده نتایج شده و

عملگرهای  .گیرندثقل مورد استفاده قرار می

دیفرانسیلی مورد بحث در این مقاله، عملگرهای 

دیفرانسیلی بلترامی و هلمهولتز )از نوع ساده و تکراری( 

   بر روی یک سطح بیضیگون هستند.

است که  شده سازماندهی صورت به این مقاله این

 هایسیستم شامل نیاز مورد ، مقدمات2در بخش 

 مسئله حل برای استفاده عملگرهای مورد مختصات،

 مطرح هسته بازتولید هیلبرت فضای و بیضوی اسپلاین

گرین  توابع تعریف ، به3 بخش در سپس گردد.می

 و بلترامی نظیر عملگر گرین شود. توابعپرداخته می

 تکراری محاسبه هلمهولتز عملگرن و نیز آ تکرارهای

 بازتولید هسته تعریف به ادامه این بخش در. گردندمی

، توابع 4 بخش در شود.پرداخته می هیلبرت فضای

، توابع 1 بخش در  شوند.اسپلاین بیضوی تعریف می

-داده تولید مسئله حل برای بیضوی اسپلاین یابدرون

گرفته و  قرار استفاده  مورد فارس در  خلیج ثقل های

 کروی و بیضوی های اسپلاینیابیای بین درونمقایسه

نتایج این تحقیق ارائه  ،6 بخش در. خواهد شد انجام

 خواهد شد.

 اولیهتعاریف و مفاهیم   -2

کره یک یک پوسته بیضیگون همانند یک رویه 

عدم  دلیلسطح دورانی همبند بدون حفره است. به 

رویه  بیضیگون، این رویه  اطول و اقصرهای تساوی قطر

 گیرد که با حالت کرویخاصی به خود می هندسه

برای سطح  E. در این مقاله نماد است متفاوت

مختصاتی که در . سیستم شود استفاده می بیضیگون

، شده است برای سطح بیضیگون در نظر گرفته جااین

سیستم بیضوی ژاکوبی نوع اول است. با استفاده از 

این سیستم دکارتی ، مختصات e خروج از مرکزکمیت 

 حسب مختصات بر ,   (بیان 1به صورت رابطه )

 .شودمی

دیفرانسیلی که مورد  عملگرمهمترین ین مقاله در ا

استفاده قرار گرفته و سایر عملگرها به کمک آن قابل 

ارائه هستند، عملگر لاپلاس یا بلترامی است که در 

مختصات ,  (بیان 2به صورت رابطه )شود.می 

                                              (                 1)رابطه 
2( , , ) ( , , 1 )x y z asin cos asin sin a e cos     

 

(                                             2) رابطه
 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2

1 cot 1
Δ  

(1 sin ) sin1 sin
B

a e aa e



   

  
  

  

 ه تعریف سایر عملگرهای مورد نیازدر ادامه ب

 پردازیم.می

به  ،𝑖عملگر هلمهولتز از مرتبه :  1 -2تعریف

 ip صورت جمع عملگر بلترامی و مقدار ویژه منفی

 (  آورده شده است3) رابطهاست که در  ر آننظی

Δ                              (    3) رابطه Δ
iH iB p  

، vعملگر هلمهولتز متوالی تا مرتبه :  2-2تعریف

به صورت است که  عملگر هلمهولتزترکیب متوالی 

 .گرددتعریف می (4) رابطه

Δ𝐻𝑐              (4) رابطه
= Δ𝐻0

… Δ𝐻𝑣
 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jg

it.
8.

1.
63

 ]
 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
89

63
5.

13
99

.8
.1

.4
.4

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jg

it.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-1
1-

05
 ]

 

                             3 / 17

http://dx.doi.org/10.29252/jgit.8.1.63
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20089635.1399.8.1.4.4
http://jgit.kntu.ac.ir/article-1-784-en.html


 

 

 
44 

 مهندسی فناوری اطلاعات مکانی -نشریه علمی پژوهشی 

 1399بهار   نخست شماره  متشهال س

عملگر دیفرانسیلی با بالاترین درجه مشتقات که در آن 

 است. 2vجزئی از مرتبه

فضای هیلبرت  :3-2تعریف   E با  متناظر

، متشکل (4) -(2در قالب عملگرهای روابط )عملگر

 رابطهبه صورت  وبوده  پذیرمشتق بار نهایتاز توابع بی

 .دشوتعریف می( 1)

(  1) رابطه       2E | E , EF F C F L   

ا در آنالیز هتوزیع نظریهبا توجه به  :1-2توضیح

 و بنابراین یک توزیع است (1رابطه ) درF ، تابع تابعی

 [ تفسیر گردد در این نظریه بایددیفرانسیلی عملگر

4 .[ 

فضای E بازتولید  هستهاز اهمیت زیادی در تعریف

برخوردار است.  معمولا این فضا به و تابع اسپلاین 

 گردد.تجزیه می(  6) رابطهصورت 

                  (     6) رابطه    0E    E  

  فضای پوچ نظیر عملگر  (6) رابطهکه در 

است. برای تعریف توابع اسپلاین بیضوی بر اساس 

در فضای هسته بازتولیدهای بازتولید، معمولا هسته

 0 E ، توابع و به همراه فضایتعیین شده   

در واقع هسته بازتولید، یک  .ندگردتعریف می اسپلاین

تابع در فضای هیلبرت است که با توجه به ضرب داخلی 

یلبرت مورد نظر را بازسازی توان فضای هدر آن فضا می

یاب بهینه اتخاذ که برای انتخاب درون معیاریکرد. 

 های دیفرانسیلی به فرمسازی عملگر، کمینهگرددمی

 ،توجیه فیزیکی این روش .] 16 [ستا( 4) -(2روابط )

بیضیگون است  سازی انرژی خمش یک پوستهکمینه

 26و 18، 1 [گرددکه در تئوری الاستیسیته بررسی می

همچنین با توجه به نقش عملگرهای دیفرانسیلی، . ]

ب با همواری بیشینه یاندرو تابع این معیار به انتخاب

 شود.  میمنجر 

ع :4-2تعریف تاب ES بیضوی اسپلاین 

عملگر  یسازکمینه هلأشود هرگاه جواب مسنامیده می

Bتکراری بلترامی B B

    ی روی فضا E

باشد. به بیان دیگر اسپلاین بیضوی جواب یکتای مسأله 

 است. (  6رابطه )سازی در کمینه

           (   6رابطه )    2E E
Δv

Bf L
S argmin f


 

چنان S، تابعابیینله دروأبا توجه به ماهیت مس

( صدق نموده و به ازای 6گردد که در رابطه )تعیین می

D مجموعه  {    | 1, , }i i J E   رایط دیریکله ، ش

 ( برقرار باشد.0رابطه ) گسسته 

          (      0رابطه )  , 1,.  .  .  ,i iS U i J    

اگر نرم در فضای  :2-2توضیح E  به صورت

   2E E
Δv

BH L
f f  آنگاه نرم یک  ،تعریف گردد

شود. در این حالت  تابع ثابت غیر صفر برابر صفر می

 نرم می یکی از خواص نرم برقرار نیست که آن را نیم

 نامند. 

 یهافضا در نرمنیمخواص با توجه به  :3-2توضیح

، (0دیریکله گسسته رابطه ) شرایطاعمال و هیلبرت 

 (6رابطه ) سازیکمینهمسأله وجود و یکتایی جواب 

 .] 16[گرددتضمین می

سازی نرم عملگر بلترامی در له کمینهأمس  -3

 بیضیگونسطح 

های روش هیلبرتبازتولید فضای  هستهدر تعیین 

در که  وجود دارد از جمله روش توابع گرین گوناگونی

های بازتولید استفاده هستهرای تعریف بآن  این مقاله از

از  انتگرالی،با نمایش توابع گرین  ]. 16[گرددمی

همواری بالایی به جز احتمالاً در تعداد متناهی از نقاط 

معینی برخوردار بوده و استفاده از آنها در مسأله 

به کمک اتحاد گرین، . بسیار مناسب استیابی درون

 کند.  صدق می (1) رابطهدر  Gبع گرینتا

.         ( 1) رابطه .  ‍v v

Q Q

G FdQ BT F GdQ   

مرتبه  خطی از یک عملگر دیفرانسیلی که در آن

.پذیر ومشتقبار  2vی تابعF، دوم .BTایط کرانهایشر 

  .استQروی دامنه

عملیات لازم بر روی پس از انجام  ( 18) رابطه

1vبه ازای (1رابطه )  20 [شود حاصل می [. 
 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jg

it.
8.

1.
63

 ]
 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
89

63
5.

13
99

.8
.1

.4
.4

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jg

it.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-1
1-

05
 ]

 

                             4 / 17

http://dx.doi.org/10.29252/jgit.8.1.63
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20089635.1399.8.1.4.4
http://jgit.kntu.ac.ir/article-1-784-en.html


 

 46 

          ... شتتا   های¬داده تولید در آن کاربرد و بیضوی اسپلاین
 و همکاران مصطفی کیانی شاهوندی

            (                   18) رابطه 
2 2

2

0

0

1 sin
Δ ‍    ‍‍  Δ  

sin
|B B

E E

e F G
G FdE G F d F GdE





  

   
   

  
  

سطح یک  بیضیگونطور که بیان شد رویه همان

G و Gبنابراین توابع  دورانی همبند ساده است






  

( 11) رابطهدر نتیجه  وباشند  میبه متناوب  نسبت

 حاصل می شود. 

Δ              (11) رابطه  ‍   Δ ‍B B

E E

G FdE F GdE  

 (11)که رابطهشود  ثابت میبه راحتی  همچنین

Δبرای عملگر v

B
 است.   برقرارنیز  

 توابع گرین نوع اول  -3-1

و نیزباشد  (4) -( 2یکی از روابط ) راگر عملگ

, E  آنگاهG شود تابع گرین نوع اول نامیده می

 ( باشد.12) رابطه جواب مسأله در هرگاه

(                      12) رابطه    ,G       

 

 .نماد تابع دلتای دیراک است (، 12) رابطهدر 

بر روی توابع گرین نوع اول تعیین  جهت روش کلی

  Hهای فشرده ریمانی به روش توابع گرین نوع  منیفلد

 بر اساس این روش، یک نقطه ]. 10[د شوشناخته می

بیضیگون یهایک ولتاژ، بر روی قطبمانند  تکین

0,  شود. این نوع از توابع گرین در می رار دادهق

از  و شده مطرح الکترومغناطیسبحث انتشار امواج 

.  بر این اساس، کندمی قوانین انتشار موج تبعیت

نماید از موج از آن عبور می همنیفلد و سطحی از آن ک

توابع   خواص اهمیت بالایی برخوردار است. بر اساس

در هر نقطه به جز و مشتق آن گرین نوع اول، این تابع 

 وها قطب    ضابطه تابع گرین نوع اول  .است یوستهپ

  .] 11[ارائه شده است های توابع خاصی برحسب سری

 توابع گرین تكراری  -3-2

پردازیم که در تابع گرین تکراری میتعیین حال به 

مرتبه بر روی یک تابع   vتکراری  آن عملگر بلترامی

 ، رابطه] 1 [کند. بر اساس تئوری توابع گرینعمل می

1vبازگشتی تابع گرین مرتبه  بع گرینارحسب تب 

 ( است.13رابطه )به صورت  vمرتبه

(13رابطه)      1 , ‍ , ,  v v v

E

G G G d         

ضابطه تابع گرین  ،بسط مقادیر ویژهبه کمک 

، کلیه . برای این منظورتکراری قابل محاسبه است

را عملگر بلترامی  نظیر  Nو توابع ویژهpمقادیر ویژه 

 ( صدق نمایند.   14چنان بیابیم که در رابطه )

                          (14رابطه )   Δ 0B p N   

ثابت  ،] 11 [مرجع   Aشماره با توجه به پیوست

دمی شو 1p n n   و    nmN K  که

  ( )nmK  شده استاین پیوست ارائه  (12) در رابطه. 

بر حسب تکراری ساده و ابع گرینوت 
nmK  به

 .] 11[گرددتعریف می(  11رابطه )صورت 

 (  11رابطه )  
   

 1

, ‍‍
( 1 )

k
km km

v v
k m k

K K
G

k k

 
 

 

 


 


 

1به ازای  Gتوجه داریم که تابع گرین ساده   
  شود. (  حاصل می11از رابطه )

 یرعملگر هلمهولتز تكرانظیر توابع گرین   -3-3

باشد، تابع گرین  (4) رابطهدارای  عملگر اگر

رابطه  به صورت امi  مقدار ویژه با عملگر هلمهولتزنظیر

که در آن عبارت گرددتعریف می ( 16)

     ‍
i

im im

m i

K K 




 عملگر  هستهیا  فضای پوچ

به جهت تعیین جواب یکتا، این هسته  .هلمهولتز است

 دیریکله نظیر شرایطگرین تابع ی سمت راست معادله

 . با استفاده از روش] 28و 16[گرددمیافزوده  گسسته 

شود ثابت می توابع گرینو نیز خواص بسط مقادیر ویژه 

 .] 11 [( برقرار است16رابطه )
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 مهندسی فناوری اطلاعات مکانی -نشریه علمی پژوهشی 

 1399بهار   نخست شماره  متشهال س

                                                    (   16رابطه )          1 , ‍
i

i

H im im

m i

i i G K K      




     

                                      (               16رابطه ) 
   

   1,

, ‍‍   , =1,2,
( 1 1 )v

k
km kmi

H v
k k i m k

K K
G

i i k k

 
  

 

  


  

 

 اسپلاین بیضوی توابع  -4

ی نظیر روابط تا این مرحله، توابع گرین عملگرها

در نظر می تعاریف زیر را حال  .ارائه شدند( 4) -(2)

 .] 18،12[گیریم

پذیرفتنیبه ازای مجموعه  :1-4تعریف 

{   1,..., }|i i J  ،یکتای توابع پایه  سیستم متعامد یکه

لاگرانژ 
1 2{  ,  , ,  }kB B B  (10رابطه )با خاصیت در 

 وجود دارد.

         (   10رابطه )   ,     , 1,.  .  .  ,k i kiB k i J   

ای لاگرانژ از اهمیت بالایی توابع پایه :1-4توضیح

در روش مختلف آنالیز عددی از جمله روش عناصر 

به کمک  های موجکی برخوردارند.متناهی و یا روش

ای لاگرانژی یک بعدی و نیز دو بعدی، توابع پایه

های یک بعدی و دوبعدی معرفی می گردند موجک

. ساخت توابع لاگرانژ در حالت یک بعدی ]26و21[

هایی هستند ایبسیار ساده است. این توابع چندجمله

ای دارای مقدار واحد و در سایر که در یک نقطه گره

 کنند. را اتخاذ میای مقدار صفر نقاط گره

در فضای هیلبرت :2-4تعریف 0  E برای ،

 با دیریکله گسسته با شرایط یلهأهسته بازتولید مس

)شوندهیکتا حلسیستم  1,..., )i i j  رابطه ، به صورت

 .گرددتعریف می(  11)

نظیر مسأله مورد مطالعه این اسپلاین بیضوی تابع 

 .] 18[آورده شده است  3-4تعریفمقاله، در تعریف 

فضای در اسپلاین بیضوی تابع  : 3-4تعریف

)هیلبرت )E   یکتاییاز تعیین ضرایب  ic  رابطه در

های داده حاصل ازاز طریق حل سیستم معادلات  (28)

تعیین Eسطح بیضیگون  رویدیریکله گسسته 

که در آن گرددمی
1J  حداقل تعدادی از نقاط است که

که  چنان دهندیک سیستم پذیرفتنی تشکیل می

   پذیر است.ماتریس کرنل تشکیل شده با این نقاط وارون

                                    (11رابطه ) 
             

     

0 E

1 1

1 1

, , , ,    

                      ,   

M M

v v j j v j j

j j

M M

v j i j i

j i

G G B G B

G B B

         

   

 

 

    



K

 

 

                                                                           (28رابطه )       
1

0

1

E

1 1

,
J J

j j j

j j J

S c B   
  

   K 

)تحدید : 2-4توضیح )E  به جمع مستقیم

های سطحی هارمونیک بوجود آمده توسط کلیهفضای 

را بان که آ کندرا تولید می یک فضای هیلبرت دیگری

1( )E برای دیگری  دهیم.  بنابراین تعریفنشان می

از  گردد که( ارائه می21در رابطه  )اسپلاین بیضوی 

 مفیدتر است.  (28رابطه ) لحاظ کاربردی نسبت به

برای عملگر  اسپلاین بیضویتابع : 4-4تعریف

)1فضای هیلبرتدر بلترامی تکراری  )E از تعیین

1یکتایی ضرایب  2, ,..., Jc c c حل با  (21) رابطهدر

دیریکله گسسته های دادهحاصل از معادلات دستگاه 

 .دشوتعیین میEروی

                  (21) رابطه    
1

 ‍ ,
J

j v j

j

S c G  


 
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با توجه به اینکه اسپلاین بیضوی  :3-4توضیح

رده بنابراین تعمیم اسپلاین مثلثاتی در صفحه است، 

های طبیعی نیز مهمی از توابع اسپلاین به نام اسپلاین

 هستند.Eقابل تعریف بر روی سطح بیضیگون 

ه شده در رابطبیضوی تعریف اسپلاین :5-4تعریف

توابع شود هرگاه یک اسپلاین طبیعی نامیده می (28)

 کنند.صدق ( 22) رابطهآن در  هسته

                                      (                     22) رابطه 

 
1

 ‍ 0,  0,.   .   .    , ; , .   .   .    ,    
J

j km j

j

c K k i m k k


     

های دیگر برای تعریف هستهروش : 4-4توضیح

ضرب داخلی با فضای هیلبرت یک  ، تعریف تولیدباز

( 2یکی از روابط ) رعملگکه در آن ( است 23) رابطه

 است. (4) تا

       (      23) رابطه 

             1 2 1 1 2

0

2, ‍‍‍
i k

km km

k m k E E E

F F F K d F K d F F d        


 

    

های شتاب ثقل در  موردی: تولید داده مطالعه  - 5

 خلیج فارس با استفاده از اسپلاین بیضوی

های شده در بخش در این قسمت، روش ارائه

های شتاب ثقل در خلیج فارس پیشین برای تولید داده

همانطور که در مقدمه بیان  کار گرفته شده است.به

آوری شده توسط مشاهده ی جمعهاگردید، داده

به خطاهای مختلفی  مستقیم شتاب ثقل بر سطح دریا

روشی جهت ارزیابی آنها  ارائه بنابراینآغشته بوده و 

ی خلیج برای تولید شتاب ثقل در منطقه ست.ضروری ا

سنجی فارس با استفاده از ژئوئید حاصل از ارتفاع

ابتدا ژئوئید در  خلیج فارس محاسبه  ،ایاهوارهم

ها گردد. روش ارائه شده برای ارزیابی این دادهمی

 مبتنی بر شتاب ثقل تولیدشده از پتانسیل واقعی زمین

پتانسیل واقعی زمین در   برای محاسبه .] 14[است 

این منطقه خلیج فارس از ژئوئید محاسبه شده در 

شتاب ثقل در این منطقه از های دادهشود. استفاده می

 شوند. تولید می 0تا  1اجرای گام های 

تعیین ارتفاع ژئوئید در دریا محاسبه شده   :1گام   

از طریق جمع مقادیر توپوگرافی سطح دریا و سطح 

 ای.حاصل از ارتفاع سنجی ماهواره دریا    متوسط 

پتانسیل باقیمانده با استفاده از محاسبه   : 2گام  

 فرمول برونز بیضوی.

محاسبه پتانسیل واقعی در سطح بیضوی   :3گام  

مرجع از طریق جمع پتانسیل ژئوئید و پتانسیل 

 .2باقیمانده حاصل از گام 

حذف اثر پتانسیل ثقل مرجع محاسبه شده  :4گام  

و  368از بسط هارمونیک های بیضوی تا درجه و مرتبه 

مقادیر پتانسیل واقعی اثر پتانسیل گریز از مرکز از روی 

 .3در مرحله 

درون یابی اختلاف پتانسیل حاصل از  :5گام 

با استفاده از اسپلاین بیضوی به منظور  4مرحله 

محاسبه یک مدل تحلیلی برای اختلاف پتانسیل در 

 سطح بیضوی.

اعمال عملگر گرادیان بر روی تابع درون  :6گام 

اب ثقل جهت تعیین مقادیر شت 1یاب حاصل از مرحله 

 در سطح بیضوی. باقیمانده

از بازگرداندن اثر شتاب ثقل مرجع حاصل : 7 گام 

و  368بسط هارمونیک های بیضوی تا درجه و مرتبه 

 در سطح بیضوی مرجع. گریز از مرکز

انتقال شتاب ثقل محاسبه شده با محاسبه : 8گام 

اثر هوای آزاد به سطح دریا به منظور محاسبه شتاب 

 سطح دریا. ثقل واقعی در

خلیج فارس از اطلاعات  ژئوئید در برای محاسبه

 [در  CSRMSS95  سطح متوسط دریا حاصل از مدل

 و توپوگرافی سطح دریا محاسبه شده از مدل] 21

POCM-4B   ( 1)است. شکلاستفاده شده ] 22[در

خلیج  تغییرات سطح متوسط دریا در  دهندهنشان

توپوگرافی سطح  تغییراتنیز  (2)شکل  وبوده فارس 

 دهد.نشان میمنطقه دریا را در 
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 CSRMSS95 [21]: سطح متوسطّ دریا در خلیج فارس با استفاده از مدل 1شكل

 
 POCM-4B [22]توپوگرافی سطح دریا در  خلیج فارس با استفاده از مدل  :2شكل

ارتفاع ژئوئید با جمع نمودن مقادیر توپوگرافی 

سطح دریا و سطح متوسط دریا، ارتفاع ژئوئید به دست 

خلیج فارس  ارتفاع ژئوئید در  (3)در شکلآید.   می

 نشان داده شده است. 

فارس در  جیدر خل تغییرات پتانسیل باقیمانده

 داده شده است.   شینما (4)شکل

 لیپتانسw ،  (24بیضوی رابطه ) برونز در فرمول

 14[ارتفاع ژئوئید است Nباقیمانده در سطح بیضوی و

[. 

              (24رابطه ) 

 
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 ارتفاع ژئوئید در  خلیج فارس : 3شكل

 

 
 فارس جیخل  در لیپتانس اختلاف :4شكل

به منظور محاسبه پتانسیل ثقل واقعی در سطح 

بیضوی مرجع پتانسیل ثقل باقیمانده حاصل از مرحله 

0/62636011 دیژئوئ لیپتانسقبل به 
0 W  اضافه می 

گردد. تغییرات پتانسیل ثقل واقعی در سطح بیضوی در 

 نشان داده شده است.    (1خلیج فارس در شکل )

 
 فارس جیخل  در یواقع لیپتانس :5شكل
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در سطح   dWلیپتانساختلاف  منظور محاسبه به

پتانسیل ثقل مرجع حاصل از بسط اثر بیضوی مرجع، 

ی مدل جهانهارمونیک های بیضوی محاسبه شده از 

به علاوه اثر  368تا درجه و مرتبه     2880ژئوپتانسیل 

 لیپتانس راتیی.  تغگرددیاز مرکز حذف م زیگر یروین

  2880ی ژئوپتانسیل مدل جهان حاصل از یجهانثقل 

در  فارس جیدر خل به علاوه اثر نیروی گریز از مرکز

اختلاف  راتییتغ همچنین شده است.( ارائه 6) شکل

نشان داده  (6ل )فارس در شک جیخل در  dWلیپتانس

 شده است.  

 
  فارس جیدرخلبه اضافه اثر گریز از مرکز   2008ی ژئوپتانسیل مدل جهان از حاصلثقل  لیپتانس : 6شكل

 در سطح بیضیگونdW لیپتانساختلاف با داشتن 

 یلیمدل تحل کی ی،ضویاستفاده از اسپلاین ب و نیز

ارائه در سطح بیضیگون  لیپتانساختلاف  راتییتغ یبرا

 مانده،یثقل باق لیتابع پتانس تی.  توجه به ماهگرددیم

 می برازش( را 21رابطه ) به فرم یضویتابع اسپلاین ب

با افزایش است که  ینکته ضرور نی. توجه به امیده

شده و  ی حاصلشتریب یدرجه اسپلاین ، هموار

1vت. حالشودیم انیکمتر نما راتییتغ   به علت

به ازایلذا  .ستیقابل استفاده ن نیتابع گر یوستگیناپ

2v یسیستم معادلات ماتری،  پس از حل س J J 

باید توجه داشت که . آیند مجهول بدست می  بیضرا

بدلیل وجود نویز در داده ها، درونیابی از نوع هیبرید 

برای به دست آوردن پارامتر  . ] 18[خواهد بود 

توان از روش می هیبرید  هموارسازی در درونیابی

𝐺𝐶𝑉 در واقع با در نظر گرفتن ] 12[استفاده نمود .𝐴 

بعنوان ضرایب  𝑥بعنوان ماتریس ضرایب و بردار مجهول 

 توان پارامتر هموارسازی راتابع اسپلاین بیضوی، می

𝐴)از + 𝜆 𝐼)𝑥 = 𝑑𝑤 به دست آورد. 

نمایش داده شده  𝐺𝐶𝑉(،  نمودار 0در شکل ) 

 است.

 تابعبر روی  انیگرادعملگر اعمال با  بعد گام در

از  ماندهیشتاب جاذبه باق ،مرحله قبل لیپتانس اختلاف 

 گردد.می محاسبه( 21)رابطه

g                           (        21رابطه )  dW   
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 فارس جیخل  در ماندهیباق لیپتانس:  7شكل

 

 
𝝀برحسب پارامتر پایدارساز با مقدار بهینه  𝑮𝑪𝑽تابع  :8شكل = 𝟏. 𝟎𝟏 × 𝟏𝟎−𝟏𝟐. 

داده  شینما gریمقاد(  تغییرات 1)شکل در

به بازگرداندن اثرات حذف  مرحله آخرین در. ستاشده

 ایشده به منظور محاسبه شتاب ثقل در سطح در

برای این منظور اثر شتاب ثقل مرجع . میپردازیم

های بیضوی تا درجه و مرتبه از بسط هارمونیکحاصل 

و به  در سطح بیضوی مرجع و اثر گریز از مرکز 368

 شود.مرحله قبل اضافه می ماندهیشتاب جاذبه باق

فارس ارتفاع ژئوئید منفی خلیجبا توجه به اینکه در

ر دارد، اثر بیضیگون در بالای ژئوئید قراسطح  و 

گرادیان هوای آزاد محاسبه و به مقادیر مرحله قبل 

( مقادیر نهایی شتاب ثقل را 18شود. شکل ) افزوده می

که از روش ذکر شده به دست آمده است نشان می 

 دهد.
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 ریمقادو  یسازاز مدلحاصل  ریمقاد سهیمقاجهت 

 ثقلی حاصل از گرانی سنجی کشتی از مشاهدات ی،واقع

 مقدار شتاب ثقل به این منظور. شودیم استفاده 

 درونمقادیر حاصل از  را با یتوسط کشت یمشاهدات

شده مشاهده  یهاداده .میینمامی سهیاسپلاین مقا یابی

(  11) شکل در BGI  فارس توسط موسسه جیخل در 

 شده است.  داده  شیمان

 
 فارس جیخل  در  δg ماندهیباق ثقل شتاب ریمقاد:   9شكل

 
 یضویب اسپلاین یابی درونحاصل از  فارس جیخل  در ثقل شتاب ریمقاد  :10شكل
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 BGI موسسه توسط کشتیگرانی سنجی  شده مشاهده یهاداده :11شكل

مشاهداتی و مقادیر  ریمقاد سهیمقانتایج حاصل از 

 در خلیج فارس درنقطه  6013 یبرا محاسبه شده

نشان داده شده ( 12شکل )(  و نیز 2( و )1)ول اجد

 میریگیم جهینت(  2( و )1) جداول سهیمقا از است.

میلی  3/8 اختلاف، انحراف معیارکه با در نظر گرفتن 

گال معنی دار نبوده و این دو روش در مدل سازی 

 .کنندمیدان ثقل با مشاهدات دریایی یکسان عمل می

 (گالیلیم حسب بر) یضویب اسپلاین توسط شده محاسبه ریمقاد و مشاهدات ازحاصل  ریمقاد سهیمقا :1جدول

 انحراف معیار میانگین حداکثر حداقل

066/48- 266/1 163/10- 412/11 
 

 (گالیلیم حسب بر)  یکرو اسپلاین توسط شده محاسبه ریمقاد و مشاهدات از آمده دست به ریمقاد سهیمقا:  2جدول

 انحراف معیار میانگین حداکثر حداقل

060/48- 266/1 100/28- 121/11 
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محور عمودی تعداد تكرار و محور افقی مقدار ). یمحاسبات و یمشاهدات یهاداده اختلاف عیتوز یلیمستط نمودار:  12شكل

  .(تفاوت بر حسب میلی گال است

 گیرینتیجه  -6

اسپلاین بیضوی  یابی درون در این مقاله تئوری

سازی نرم عملگرهای دیفرانسیلی نظیر مسأله کمینه

دیریکله خطی از قبیل بلترامی و هلمهولتز با شرایط 

بر روی یک سطح بیضیگون مورد مطالعه قرار گسسته 

در فضای هیلبرت سازی کمینهاین بر اساس  اند. گرفته

 پذیر،های از هر مرتبه مشتق توزیعمتشکل از 

اسبه محتوابع گرین  به کمک روش های بازتولیدهسته

ی متعامد یکه، توابع اسپلاین توابع پایهبه کمک شدند. 

هیلبرت گردیدند. از طریق تحدید فضای معرفی بیضوی 

تعریف  ،بیضوی هایهارمونیککلیه به مورد مطالعه 

تعمیم  باگردید. ارائه اسپلاین یاب  توابع دروندیگری از 

 ، فضایدو مرتبه های  بالاتر ازعملگرنظیرگرین توابع 

کلیه بستار  معرفی گردید. این فضا  هیلبرت دیگری

ی است. با توجه خاصمتناهی مرتبه از  پذیرتوابع مشتق

و نیز  نظیر آن بازتولید هسته به ساختار این فضا،

گردیدند. در معرفی های بیضوی طبیعی اسپلاین

خلیج فارس انتخاب و برای تولید  موردی،  مطالعه

سطح طح دریا از گرید های شتاب ثقل در سداده

و تصحیح دینامیکی توپوگرافی سطح دریا متوسط دریا 

نخست ارتفاع ژئوئید به دست  .  در مرحلهشد استفاده

برونز  دوم، ارتفاع ژئوئید توسط رابطه آمد. در مرحله

با جمع  تبدیل گردید. باقیماندهبیضوی به پتانسیل 

پتانسیل  نمودن پتانسیل ژئوئید و پتانسیل باقیمانده،

پس از حذف اثر در مرحله سوم،  واقعی به دست آمد.

 های اسپلاینمیدان مرجع از روی پتانسیل واقعی، 

ها برازش داده شد.  داده این بیضوی و کروی طبیعی به

سوم  در مرحله چهارم، از توابع به دست آمده در مرحله

های باقیمانده ثقل تا دادهعملگر گرادیان اعمال گردید 

اثر میدان مرجع  دست آیند.  سپس در مرحله پنجم، به

های بیضوی بازگردانده شد. از طریق ضرایب هارمونیک

مقادیر به دست آمده از محاسبات  در نهایت، با مقایسه

و مشاهدات ثقل جمع آوری شده توسط کشتی، میزان 

بررسی انطباق مقادیر محاسباتی و مشاهداتی واقعی 

های بیضوی و اسپلاین یسهگردید.  همچنین با مقا

که تفاوت معنی داری بین  مشخص گردید، کروی

یاب در  اسپیلاین بیضوی و کروی نبوده و این دو درون

کنند. اگر کمیت خروج از این مسأله یکسان عمل می

مرکز صفر اتخاذ گردد آنگاه کلیه روابط اسپلاین کروی 

جه از روابط اسپلاین بیضوی قابل استخراج است. با تو

به اینکه شتاب ثقل مشاهده شده در یک منطقه نسبتا 

کوچک دریایی مورد بررسی قرار گرفته است در نتیجه 

گردد. از سوی دیگر عدم تفاوت محسوسی مشاهده نمی

های کروی و بیضوی در منطقه مذکور، تفاوت اسپلاین
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          ... شتتا   های¬داده تولید در آن کاربرد و بیضوی اسپلاین
 و همکاران مصطفی کیانی شاهوندی

 بیانگر این موضوع است که روابط بدست آمده در درون

نمایند. توجه  بدرستی عمل می یابی اسپلاین بیضوی

برای تولید ی های اسپلاین بیضو داریم که فرمول

مهم این تحقیق از دستاوردهای  های شتاب ثقلداده

شود که اگر وسعت پیش بینی میگردد. محسوب می

منطقه مورد مطالعه افزایش یابد آنگاه اسپلاین بیضوی 

 از دقت بالاتری برخوردار باشد.
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Abstract 

 

In this paper, a method is proposed for producing gravity acceleration at sea surface in the Persian Gulf. This 

method is based on the Geoid height from satellite altimetry, high resolution Geopotential models, and 

ellipsoidal splines. First, the definition of the ellipsoidal spline functions is presented in a Hilbert space, which 

is consisted of infinitely often differentiable functions. In order to define the elipsoidal spline functions, the 

norm of the differential operators, including the Beltrami and Helmholtz in both the simple and iterated form, 

are minimized. In this respect, the reproducing kernels and the Green functions play an important role. The 

derived formulae are used to produce gravity acceleration at sea surface.  To perform this method, the Geoid 

height, derived from satellite altimetry, is transformed into potential residual by Bruns formula. Then, the 

actual potential is derived by adding the Geoid’s potential to the potential residuals. To obtain potential 

difference values,  the effect of the reference field is subtracted from the actual potential values. By using 

ellipsoidal splines, the potential difference values are interpolated, which represent an analytical formula.  By 

using the gradient of the analytical formula, we arrive at the gravity difference values. The removed effect of 

the reference field is added to the gravity difference values to obtain the gravity accelerations by adding the 

gravity values of a Geopotential model up to the degree and order 360, plus the centrifugal force. In the final 

step, the obtained gravity accelerations are moved to the sea surface using free air correction. A comparison 

between ellipsoidal and spherical splines is also presented. 

 

Key words: Minimization of the norm of the differential operators, Reproducing kernels, ellipsoidal splines, data 

interpolation, gravity acceleration derived from Shipborne Gravimetry. 
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