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 چكیده

و توسعه  هیاول یهاتیمأمور یو مشاهدات مصنوع یمحل کیگرانش ماه با استفاده از توابع هارمون دانیم کیاستات یساز، مدلدر این مطالعه

 لیگر یهرماهه ماهوااز مشاهدات سه یسازمدل نیاست. در ا شده یبررس GL1500E یو مدل جهان (GRAIL)  لیگر یهماهوار یشدهداده

زوج  دیاختلاف گرانش در امتداد خط د ق،یتحق نیمورداستفاده در ا یمشاهدات یشده است. مؤلفه بردار مشاهدات استفاده لیتشک یبرا

 دانیم یسازمدل ندیدر فرآ یموجب دشوار ل،یگر یهماهوار یکینامیمدار د یو اثر آن بر رو نیزم جاذبه دانیوجود م. است (LGD)ماهواره 

 هو حل مسئل (ASCH) شدهاصلاح یکلاه کرو کیهارمون هیتوابع پا قینرمال از طر همعادل لیمطالعه با تشک نی. در اگرددیماه م هکر ثقل

اولیه  مأموریتهای با داده گرانش دانیمسازی . در این مقاله، در حالت اول به مدلآمده است دستبه لیژئوپتانس یمدل محل بیامعکوس، ضر

مشاهدات مأموریت توسعه  یریکارگبهبا  لیژئوپتانس بیضرا است. همچنین در حالت دوم، شده پرداخته (لومتریک 50 متوسط)ارتفاع 

مدل  جینتا .شده است استفاده هیمأموریت اول یاهصحت مدل از داده یجهت بررس و محاسبه (لومتریک 20 متوسط)ارتفاع  ی گریلشدهداده

 مشاهدات مأموریت توسعه داده ینقاط کنترل بر رو جیو نتا کروگالیم 08/0در نقاط کنترل برابر با  هیمأموریت اول یهادادهیبر رو شده جادیا

ماه  قطب جنوب کره یصورت گرفته برو یمحل لیوپتانسئژ دلم یسنجصورت صحت نیآمده است. به ا دستبه کروگالیم 15/0شده برابر با 

 یهاثقل نسبت به مدل دانیم راتییاز تغ یقابل قبول یدقت مکان ،کمتر بیضراتعداد استفاده از  شده با بکارگیری روش در شود ویم دیتائ
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 مهندسی فناوری اطلاعات مکانی -نشریه علمی 

 1403بهار  شماره نخست   ال دوازدهمس

 مقدمه -1

بهه موضهوع    1پیش نیوتوندر حدود بیش از سیصد سال 

 قانون گهرانش پرداخت. بر اساس  قانون گرانشگرانش و 

نیوتون، نیروی گرانش متناسب بها جهرم دو جسه  و بها     

و بر خط واصل  آن دو رابطه دارد یعکس مجذور فاصله

حال وقتی صحبت از یهک   .[1]شود دو جس  اعمال می

ی باشهد، ییه ی بهه نهام میهدان نیهرو      جس  در فضا می

اسههت. بنههابراین، یههک جسهه     فیههتعرقابههلشههی گران

 نمایهد کننده میدان نیروی گهرانش را تعیهین مهی   جذب

یکی از مسائل کلاسهیک   گرانش دانیمسازی مدل [.2]

محققین این حوزه  موردتوجهژئودزی است که از دیرباز 

هههای گذشههته پیشهرفت  یبهوده اسهت و در طههول دههه   

زمین و سیارات های گرانشی ی در بهبود مدلتوجهقابل

زمینههی صههورت گرفتههه اسههت. اطههلاع از رفتههار میههدان 

گرانشی، در کاربردهای متنوعی همچهون تعیهین مهدار    

ها، ناوبری، کشف معهادن بها شناسهایی سهاختار     ماهواره

و حتی گسترش آن در سهیارات دیگهر    کاررفتهبهزمین 

ههای  ههای حهل و روش  سبب شهده اسهت کهه تکنیهک    

 گهرانش  دانیه مسازی مدل نظورمبهگیری مختلف اندازه

 [.3]های جهانی و محلی ارائه گردد در مقیاس

صههورت بههه درگذشههتههههای گرانشههی  داده ازآنجاکههه

ههای  گیهری ههای گهرانش سهطحی و انهدازه    گیریاندازه

بهه   عمهدتا  هها  ارتفاعی بوده، پس با استفاده از ایهن داده 

ی خاصی از سطح زمهین و ایجهاد   سازی در منطقهمدل

 شهده پرداختهه صورت محلهی  های میدان گرانش بهمدل

سهازی  ای، مهدل های مهاهواره آوریی فنبا توسعهاست. 

و تعیین ضرایب مدل بها پوشهش جههانی     گرانش دانیم

پذیر شده است. بها توجهه بهه پوشهش مشهاهدات      امکان

سهازی  گیری آنها، امکان مهدل اندازه یای و نحوهماهواره

در مقیههاس جهههانی فههراه  گردیههد و   گههرانش دانیههم

های های ژئوپتانسیل ارائه شدند. این مدلنخستین مدل

مقهدار مهرزی    یبهه کمهک حهل مسهئله     گرانش دانیم

                                                           
1 Sir Isaac Newton (1642-1727) 

)BVP(2    ، پتانسههیل گرانشههی در فضههای بیرونههی جسهه

آمده است. ههدف از   به وجودی لاپلاس معادله صورتبه

سهتفاده  لاپلاس یافتن تابعی هارمونیک با ا یحل معادله

 ازآنجاکهه از مقادیر معلوم بر روی مرزی مشخص اسهت.  

ی در خارج از یک جس  دلخواه یک تابع گرانش لیپتانس

بسهط بهه    صهورت بهه توان آن را ، میباشدهارمونیک می

 های کروی نمایش داد.سری هارمونیک

دقیهق   نسهبتا  های گرانشهی  امروزه علاوه بر زمین، مدل

است، کهه در بهین    جادشدهیانی   4و مریخ 3ماه، زهرهبرای 

طبیعی زمین  یتنها ماهواره عنوانبهاجرام سماوی، ماه 

شمسی برای مها از   یترین همسایه در منظومهو ن دیک

محققان ناسا بر مبنهای  اهمیت بیشتری برخوردار است. 

در مهاه، وجهود می انهی یهخ در      گرفتهه شهکل مشاهدات 

دهنهد.  احتمال مهی ماه را تا حد زیادی  5شاکلتن یدهانه

 شهاکلتن واقهع در بخهش قطهب     یدهانهه  در هایخ این

 یدرجهه  157 منفهی  دما حهداکرر  که ماه، جایی جنوبی

دارند. دلیل این مسئله نی  انحنها    قرار است، گرادسانتی

باشهد، کهه سهبب    بسیار کویک محور یرخش مهاه مهی  

. [4] نرسهد شده نهور خورشهید هرگه  بهه ایهن منهاطق       

  ییههار ونه   یزمهین، مهاه تاریخچهه    برخلافهمچنین 

شمسی را در خود حفظ کهرده   یمیلیارد سالی منظومه

تهوان  است، که با کمک ساختار و ترکیب درونی ماه می

استفاده  جهیدرنت .[5]به بازسازی این تاریخ کمک نمود 

، در قطهب جنهوب مهاه    گرانش دانیمدقیق  هایاز مدل

اطلاعههات ارزشههمندی در مههورد وجههود آب و  توانههدمههی

مههاه و حتههی  یی تکامههل و تاریخچههههمچنههین نحههوه

ههای  مهدل دههد.   ی شمسی در اختیار مها قهرار  منظومه

ههای کهروی در مطالعهات    و هارمونیک ذکرشدهگرانشی 

یههی در بازسههازی  بههالاوضههوحجهههانی دارای دقههت و  

ولهی جههت    هستند، بالای میدان گرانش یهاموجطول

های بالا در کاربردهای محلی نیهاز بهه   تخراج فرکانساس

                                                           
2 Boundary Value Problem 
3 Venus 
4 mars 
5 Shackleton 
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          میاه.. کرۀ. جنیب   قطی   در محلیی  گرانش میدان سازیمدل
 محسن فیضی و همکاران

 

 استفاده از توابع پایه محلی است.

باشهد،   میدان ثقلسازی محلی در حالتی که هدف مدل

را به شکلی تعریف نمهود   های کرویهارمونیک توانمی

که بر روی یک کلاهک کروی متعامد شهوند. ایهن ایهده    

کهلاه   هارمونیک نام با( 1985) 1نخستین بار توسط هین 

شهامل اعمهال   این روش  [.6]ارائه گردید  SCH(2(کروی 

مستقی  شهرایط مهرزی بهر روی کلاههک و اسهتفاده از      

ی صههحیح مرتبههه حقیقههی و یتوابههع لنانههدر بهها درجههه

( از این روش نخستین بار جهت 1985هین  ) . باشدمی

سازی محلی میدان مغناطیسی در کانهادا اسهتفاده   مدل

 هههای میههدان گههرانش سههازیمههدل .[7]نمههوده اسههت 

کهه اولهین    آمهده عمهل بهه این روش نی  از  یاعتمادقابل

 گرفتهه شکل( 1995ی در این زمینه در سال )ریکارگبه

( جهههت بهبههود روش 1992) 3دی سههنتیس [.8اسههت ]

 های کهروی ونیکهارمونیک کلاه کروی، استفاده از هارم

ی بنهد  اسیه مقبا استفاده از درجات صحیح را به کمک 

کره های کلاهک کروی و قرار دادن بر روی یک نی داده

های کلاه آنالی  هارمونیک نام بااین روش . پیشنهاد کرد

ههان   .[9] اسهت  شهده ارائهه  ASCH(4( شدهاصلاحکروی 

( جهت نمایش میهدان گهرانش محلهی در مهاه،     2008)

را بکار گرفت. ایهن توابهع پایهه     5پایه اسلپین کروی توابع

های کروی اسهتاندارد  ترکیب خطی هارمونیک صورتبه

 یهامدلنیآخرنتایج کار را نی  با  شوند.نمایش داده می

های توپهوگرافی مسهتقل   دادهگرانش جهانی و همچنین 

امکهان سهاخت   مقایسه شده است. با کمک ایهن توابهع،   

و در  بهالا وضهوح ن دیهک مهاه بها    میدان گرانشی سهمت  

هم مان وجود دارد  طوربهسمت دور ماه با وضوح پایین 

(، توابهع پایهه اسهلپین    2012گوسن  و همکاران ) [.10]

 را برای ایجاد مدل [10] هان یدر مطالعه مورداستفاده

( 2013یهونس ) [. 11]بکهار گرفتهه اسهت   گرانش محلی 

                                                           
1 G. Haines 
2 Spherical Cap Harmonics 
3 De Santis 
4 Adjusted Spherical Harmonic Analysis 
5 spherical Slepian 

 ت محلهی مشهاهدا میهدان گهرانش از   سهازی  برای مهدل 

ههای  به کمهک مهدل   در آلمان جادشدهیا میدان گرانش

قهرار   مورداستفاده شدهاصلاحکروی  هارمونیک جهانی و

پتانسهیل  سهازی  . و ایهن روش را بهرای مهدل   داده است

 صهورت بهه ژئوئیدی و ژئوئیهدی  ، محاسبات شبهگرانشی

فیضهی و   [.12] مناسب دانسهت ای و با دقت بالا منطقه

ثقهل  سهازی مشهاهدات   ( با شبیه2017رئوفیان نائینی )

ی شمال غرب ایهران و بهه کمهک    هوایی منطقه سنجی

میهدان  سهازی  ، بهه مهدل  شهده اصهلاح هارمونیک کروی 

محلههی در راسههتای شههعاعی پرداختههه و بههرای   گههرانش

 .[13] بررسی نتایج از نقاط کنترل استفاده کرده اسهت 

ههای  با استفاده از داده( 2018فیضی و رئوفیان نائینی )

دقهت دو روش  گرانش ههوایی بهر روی کشهور تان انیها،     

را  6شده و هارمونیهک مسهتطیلی  هارمونیک کروی اصلاح

   [.14]مقایسه نمودند 

 ماه میدان گرانش -2

نیازمنهد دانهش   تعیین سهاختار و ترکیهب درونهی مهاه،     

 ههای که در مأموریهت ماه است  میدان گرانشدقیقی از 

های تلاشاست.  قرارگرفته مختلف موردتوجهای ارهماهو

-لونها  مأموریهت  بها مهاه   اولیه برای ایجاد مدل گرانشهی 

 5بها ارسهال    ازآنپس. [15]آغاز شد  1966در سال 107

آمیهه  و شههش فههرود موفقیههت 8مههدارگرد مههاهی مههاهواره

مهاه   های میدان گهرانش ادامه یافت. مدل 9ی آپولوبرنامه

و  LP(11(کاوشهگر مهاه   ، 10کلمنتهاین مأموریهت   ههای با داده

تهها حههدود بسههیار زیههادی بهبههود نمههود.    112-اییانهه 

بخهش   میهدان گهرانش  سهازی  دسترسی مستقی  و مدل

 [.16]گردیهد پهذیر  امکان 13مأموریت سلن دور ماه، توسط

                                                           
6 Rectangular harmonic 
7 luna-10 
8 Lunar Orbiters 
9 Apollo 
10  Clementine 
11  lunar prospector 
12  Chang’e-1 
13  SELENE 
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 عات مکانیمهندسی فناوری اطلا -نشریه علمی 

 1403بهار  شماره نخست   ال دوازدهمس

 1گریهل  ثقهل سهنجی   یمهاهواره  ها،در بین این مأموریت

را تا  بالاوضوحا ی گرانشی ماه بترین نقشهدقیقتوانسته 

ههای گرانشهی   تا قبل از گریل، مهدل به امروز ارائه دهد. 

سهوی  با توجه به اینکه همواره یهک سهمت مهاه بهه    ماه 

مدی ماه( و عهدم امکهان ردیهابی    وزمین است )قفل ج ر

ماهواره، بیشهتر سهمت ن دیهک مهاه را شهامل      مستقی  

ی گریهل بها   ی نسبی زوج ماهوارهفاصله [.17] شدندیم

ههای  بهه وینگهی   2فرآیند علمی مشابه مأموریهت گهریس  

 ی در حهال عبهور وابسهته اسهت    منطقهه  میدان گهرانش 

ی نسههبی زوج گیههری دقیههق فاصههلهبههرای انههدازه .[18]

یهاب  ی گریهل، در ههر مهاهواره سیسهت  فاصهله     ماهواره

اسهت. ایهن سیسهت  از     قرارگرفته LGRS(1(گرانشی ماه 

ههای  سهیگنال رسالی طریق اختلاف فرکانس دریافتی و ا

 [.19] نمایهد این فاصله را محاسهبه مهی   K1 رادیویی باند

ارتفاع پایین مأموریت  یقرارگیری دو ماهواره یهندسه

 است. شده داده( نمایش 1گریل در شکل )

 

 
 [20]: هندسۀ دو ماهوارۀ ارتفاع پایین 1 شكل

 

بردار واحد در امتداد خط  ABe(، 1با توجه به شکل )

بین نسبی  فاصله  است. Bو  Aی دید دو ماهواره

یت زوج ماهواره که با استفاده از اختلاف بردارهای موقع

 شود. ( ایجاد می1صورت رابطه )به( ABrدو ماهواره )

AB. (                                    1رابطه) AB  e r      

فاصلۀ نسبی )سهرعت نسهبی دو    تغییرات همچنین 

                                                           
1 GRAIL: Gravity Recovery and Interior Laboratory 
2 GRACE: Gravity Recovery and Climate Experiment 

فاصهله   که از طریهق مشهتق    B و Aماهواره( دو ماهوارۀ 

 است: محاسبهقابل( 2دو ماهواره طبق رابطه )

AB. (                                    2رابطه) AB  r e 

بهردار  شهود،  ( مشهاهده مهی  1کهه در شهکل )   طورهمان

نسبی دو ماهواره )بردار سرعت نسهبی   یتغییرات فاصله

، همان اختلاف بردار سهرعت مهاهواره    ABrدو ماهواره(

 است. Brو  دوم  Arاول 

بردار اختلاف شتاب در امتداد خط دید بین دو مهاهواره  

SST-LL3 است: شینما قابل( 3صورت رابطۀ )به 

(                       3رابطه) 21LOS

AB ABg  


  r 

خهام و پهردازش نشهده     صهورت بهه های اولیه گریل داده

هههای لازم بههر روی آن، اسههت، کههه بهها اعمههال پههردازش

 نمایههد.را ایجههاد مههی B-1و  A-1هههای سههطح یههک، داده

، یجهاذب  ریه غههای  های سهطح یهک شهامل شهتاب    داده

ی بهین دو مهاهواره و   های تعیین موقعیهت، فاصهله  داده

ههای سهطح بهالاتر کهه در اثهر      تغییرات آن اسهت. داده 

شهوند  سطح یک ایجاد می یهادادهیروبر هایی پردازش

شامل ضرایب هارمونیک میدان گرانشی است که توسط 

PDS4 [5]شوند بایگانی می. 

وش بدده ر میدددان گددرانش سددازی مدددل -3

 کلاه کروی   هایهارمونیک

حل مسئله مقدار مرزی معادلهه لاپهلاس    SCH درروش

کهه  جهای آن شهود، یعنهی بهه   صورت محلی انجام مهی به

ی زمهین در دسهت باشهد، فهر      اطلاعات در کل کهره 

ای از زمهین  شود که اطلاعات گرانشهی بهر محهدوده   می

عنوان نمونه به شکل کلاهک کروی، در اختیار اسهت.  به

و  θی زاویهبا کلاهک کروی  ۀلیوسموردنظر به یهمنطق

پوشهش   (2) شهکل طابق م r=bو  r=aشعاعی  یفاصله

 [.6] شده است داده

 اسهتفاده قابهل ای بهرای منطقهه   شدهفیاین کلاهک تعر

 نیه در غیهر ا  ،است که بر قطب کلاههک منطبهق باشهد   

                                                           
3 Low-Low Satellite to Satellite Tracking 
4 Planetary Data System 
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را بهه    (r,θ,λ)توان سیسهت  کهروی معمهولی   صورت، می

یک سیست  بها محوریهت کلاههک کهروی کهه از مرکه        

، ، دوران داد (r,ψ,ɑ)نمایهد موردنظر عبهور مهی   یهمنطق

( 4تبههدیل سیسههت  مختصههات از طریههق رابطههه)  ایههن 

موقعیهت   pλ و pθ (4در رابطهه )  [.21]پذیر اسهت امکان

نیهه  بههه ترتیههب   ψو  ɑموردمطالعههه و  همرکهه  منطقهه

کهروی نقهاط کلاههک در سیسهت       یهآزیموت و فاصهل 

   باشند.مختصات با قطب جدید می

لاپلاس در سیست  مختصات کروی  یهمعادل جهت حل

با را  ی موجودهبایست مقادیر وینبه روش جداسازی، می

پتانسهیل  ، جهه یشرایط مرزی تعیین نمهود. درنت  تعریف

لاپهلاس بها برقهراری     یهحاصل از حل معادل Vگرانشی 

کلاهههک کههروی شههکل  یهشههرایط مههرزی در محههدود

 [.6]است  (5)هصورت رابطبه

 

 
[6] کلاهک کروی دهندهشینما شكل: 2 شكل

 

 

(                                                    4رابطه)

sin( )sin( )
tan( )

sin( )cos( ) cos( )sin( )cos( )

cos( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )cos( )

P

P P P

P P P

   

 

(                                       5رابطههه)
( ) 1

( )

0

( , , ) (g cosm sinm ) (cos
k

k k

n m

m m m

k n m

m k m

R
V r R h P

r
    

 

 

 
  

 


طول  λمتم  عر  جغرافیایی،   θ ،(5) در رابطه

و پتانسیل روی آن  شعاع کرۀ مرجع Rجغرافیایی، 

یابد.گسترش می
( )

(.)
n mk

mP  تابع لناندر با درجه

mباشد. صحیح می همرتب حقیقی و
kh   وm

kg   ضرایب

 تابع که با یدرجه های کلاه کروی هستند.هارمونیک

)(mkn  ( 6است از طریق حل روابط ) شده دادهنشان

 زاویهنصف  0θ ،(6در رابطه ) .[6]است  محاسبه قابل

 است.  موردنظر بر منطقه شده فیتعرکلاهک کروی 

 (                            6رابطه)

 





0

0
( , , ) 0

( , , )
0

V r

V r

 

گرادیهان   ه، بها محاسهب  پتانسیل گرانشیپس از محاسبۀ 

ا گرانشهی دسهت پیهد    شهتاب بهتوان می این تابع اسکالر

 (7) شتاب گرانشی با استفاده از روابهط  یهامؤلفهنمود. 

 .[6] حاصل خواهد شد
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 (7رابطه)

1 ( , , )V r
g

r


 







 

1 ( , , )

sin

V r
g

r


 

 





 

( , , )
r

V r
g

r

 
 


 

هههای کههلاه کههروی نسههبت بههه م یههت روش هارمونیههک

های معمولی این است که تعداد ضهرایب لازم  هارمونیک

یک محدودۀ کلاهک کروی کمتهر  برای وضوح خاص در 

ی معمههولی در همههان وضههوح هههای کههرواز هارمونیههک

طههور گسههترده در  ایههن تکنیههک بههه . اسههت ازیههموردن

ی میههدان گههرانشسههازی میههدان مغناطیسههی و  مههدل

ه توابهع  در این روش محاسبات مربوط ب است. کاررفتهبه

 یریکهارگ بدون استفاده از فرمول بازگشتی و بهه ، لناندر

 .[7] باشدبر می، فرآیندی زمانهاتقریب

اسهتفاده   ،هین جهت بهبود روش ( 1992)دی سنتیس 

جهای توابهع   لناندر با درجه و مرتبه صهحیح بهه  از توابع 

 یبنهد  اسیه مقرا بهه کمهک    لناندر با درجه غیر صحیح

ایهن روش کهه   . های کلاهک کروی پیشهنهاد کهرد  داده

نهام دارد،   (ASCH) شهده اصهلاح های کهروی  هارمونیک

قابههل هههایی کههه خیلههی بهه ر  نیسههتند بههرای کلاهههک

تبهع  استفاده از این روش و به یهکارگیری است. لازمبه

صهحیح،   یهتوابع لناندر با درجه و مرتبه کارگیری آن به

𝜋صفرتا  یهها در بازمقیاس نمودن داده

2
 نیه . اباشهد می 

بهه   (r,θ,λ)کهروی   ککار با تبدیل از یک سیست  کلاهه 

( 8توسط روابط )  )λ'θ,'r,'(جدید  یهیک سیست  نیمکر

 [.9]پذیر استامکان

                (                            8رابطه)

.

r r

S

 

 

 

 

 

  

 (،8در رابطه )
02.

s



  ،0مقیاسθ  نصف زاویه

جغرافیایی در طول   λ' و λشعاعی،  هفاصل r'و rکلاهک، 

 باشند.جدید میهای مرجع قدی  و سیست 

 نیمکره، یک به کلاهک مصنوعی کردن ب ر  با

 [.9] شودمی بیان( 9) رابطه شکل به گرانشی پتانسیل

 یتابع لناندر با درجه و مرتبه kmP(.) (،9در رابطه )

 صحیح، 
m

kC   وm
kS  ضرایب روشASCH  .هستندkn  

 به دست( 10) ( با استفاده از رابطه9) ی رابطهدرجه

بایست به سیست  اصلی می تیدرنها .[9]آید می

تبدیل معکوس و استفاده از مقیاس  بازگشت که با

شتاب  یهامؤلفه ،(8با توجه به روابط ) .است ریپذامکان

 [:22]( خواهد شد 11گرانش به شکل روابط )

شهده بهرخلاف روش   اصهلاح ههای کهروی   در هارمونیهک 

 یهنیهازی بهه محاسهب   های کلاه کروی، دیگر هارمونیک

و تابع لنانهدر   های تابع لناندر و مشتقات آن نیستریشه

های بازگشتی و بدون نیهاز  با استفاده از فرمول یراحتبه

 اسهت.  محاسهبه قابهل های پیچیهده و تکهراری   حلبه راه

                                    (9رابطه)
1

' ' ' ' ' '

'
0 0

( , , ) (C cosm sinm ) (cos
knk

m m m

k k k

k m

R
V r S P

r
     



 

 
  

 
  

2                                                                                      (10رابطه) ( 1) 0.25 0.5kn S k k    

0                                                                                            (11رابطههههه)

0

,

sin( )
,

sin( )

ASCH

ASCH

ASCH

r r

g
g

S

g g
S

g g


















 


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مشداهدا    بر اسدا  ه نرمال تشكیل معادل -1-3

LGD  و تابع هارمونیکASCH 

لازم اسهت از  یابی به بردار گرانش مهاهواره،  دست جهت

گیهری انجهام   مشهتق ( 12تابع پتانسیل به شکل رابطه )

ش در بردار میدان گهران  یهامؤلفهبردارهای پایه و  شود.

در  شهده  دادهسیست  مختصات کلاهک کروی پوشهش  

 است. شده فیتعر، موردنظر منطقه

جایگهذاری  ، بهه کمهک   ذکرشهده  شتابگرانش یهامؤلفه

( حاصهل  13به شهکل روابهط )   ،(7( در روابط )9رابطه )

ههای پایهه   همچنهین بهرای محاسهبه بهردار     خواهد شد.

 .( استفاده نمود14)توان از روابطمی

گریل مقدار اخهتلاف گهرانش    یبا توجه به آنکه ماهواره

را که در امتداد خهط دیهد دو    B و  A یبین دو ماهواره

تصههویر شههده اسههت  LOS (Line Of  Sight)مههاهواره 

لاف گهرانش  برای این اخت نماید، بنابراینگیری میاندازه

اخهتلاف   ،(15در رابطهه )  داریه . را ( 15رابطهه )  معادله

 Line of) (LGD)گریهل   یشتاب گرانش زوج مهاهواره 

sight gravity difference ) بردارههای   نیازمند محاسهبه

( و همچنین 13به کمک رابطه )  Bgو   Agشتاب گرانش 

بردار واحد هر ماهواره در بردار واحد خهط  ضرب داخلی 

( انجهام  16صهورت رابطهه )  بهاست که واصل دو ماهواره 

 شود.می

توان این ( می15در رابطه ) ذکرشدهبا جایگذاری روابط 

د.( بازنویسههی نمههو 17بههه شههکل رابطههه )  رابطههه را 

 

'                                            (12رابطه) ' ' ' ' '

ASCH ASCH ASCH ASCH ASCH

r r
V g g g

   
   g e e e  

 

                                  ( 13رابطه )

2

0 0

2

0 0

2

0 0

(cos )
(C cosm sinm )

(cos )
( sinm cosm )

sin

( 1) (cos )(C cosm sinm )

k

k

k

n mk
m mk
k k

k m

n mk
ASCH m mk
sat k k

k m

n

m m m

k k k k

k m

PR
S

r

PR
g m C S

r

R
n P S

r


 




 



  



 



 

 

 

  
  

  
 

     
  
 

       







                                                         

 

 
' ' '

' ' ' ' '

' ' ' ' '

' '

sin cos cos cos sin

sin sin , cos sin , cos

0cos sin

r  

    

    

 

     
     

       
          

e e e
رابطه )14(                                                       

                                                                    

                                               (15رابطه )
, ( ). . .

B A B A

LOS ASCH ASCH ASCH ASCH ASCH

satA satBg     g g e g e g e                                                                                                       

 

 (16رابطه)
 . sin ( cos sin ) cos /

satr X Y Z          ee 

 . cos ( cos sin ) sin /
sat

X Y Z           ee 

. ( sin cos ) /
sat

X Y      ee 

 

 

                                                                         (17رابطه )
_

, ( , , , , , )LOS ASCH

satA satB B B B A A Ag r r           

 
0 0

( , , , , , ) ( , , , , , )
k

m m m m

k k B B B A A A k k B B B A A A

k m

C F r r S G r r       


 

           
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m(، 17در رابطههه )
kF   وm

kG  یجملاتههی شههدهخلاصههه 

 است. شدهانیبکه در پیوست  است

صهورت یهک رابطهه    معادلهه را بهه   توان اینهمچنین می

و  ASCHواقعههی در فههری   LGDهههای خطههی بههین داده

شهده  ضرایب مجههول هارمونیهک کهلاه کهروی اصهلاح     

 ( تعریف نمود:18رابطه ) مطابق

l(                                       18رابطه) v Ax  

 xبردار مشهاهدات،   lماتریس طراحی،  A( 18در رابطه )

بهردار خطهای تصهادفی     vبهردار پارامترههای مجههول و    

ه دارای میانگین صفر بود vقادیر بردار مشاهدات است. م

واریانس همسان )واریهانس ثابهت( و    های آن باکه جمله

 باشند.)کواریانس صفر( می نا همبستهصورت به

مسهئله و بهد وضهعی     Cond(1 (با توجهه بهه عهدد شهرط    

 2پایدارسهازی ههای  ی معکوس، لازم است از روشمسئله

یکهههی از  4فیلیهههپس-3روش تیخونههوف اسههتفاده شهههود.  

، کهه در اینجها   اسهت  یدارسازیپاهای ترین روشمتداول

تیخونهوف ههدف یهافتن     درروشاسهت.   شدهگرفتهبکار 

( 19سهازی بهه شهکل رابطهه )    ی مینهیم  حل مسئلهراه

 :[32]است 

 (              19رابطه) 2 22

2 2
min Ax b Lx  

تیخونوف نرم جواب مسئله و نرم بهردار خطاهها    درروش

(، 19در رابطهه )  باشهند. زمهان کمتهرین مقهدار مهی    ه 

ل تعیههین ا-بههه کمههک منحنههی  λپههارامتر پایدارسههازی 

حل از نرم راه log-log، یک نمودار ال-منحنیگردد. می

کهه  در مقابهل نهرم باقیمانهده اسهت،      پایدارسازی شهده 

شهود  مهی  Lنمودار حاصل اغلب به شکل حهرف لاتهین   

ال، انتخهاب  -منحنهی روش  یایهده  .((3)مطابق شکل )

ا به عنوان نقطه گوشه در نمودار به λپارامتر پایدارسازی 

 است. بیشترین انحنا  

                                                           
1 Condition number 
2 regularization 
3 Tikhonov 
4 Phillips 

 
 [32]ال -: شكل عمومی منحنی3شكل 

 ماه    موردی: قطب جنوب کره مطالعه -4

سازی میدان گرانش بر روی قطب در این بخش، به مدل

مهوردی پرداختهه    یعنهوان یهک مطالعهه   جنوب ماه بهه 

 -90ی بهین  محدوده، در موردمطالعهی شود. منطقهمی

 درجه 180ا ت -180 وعر  جغرافیایی  یدرجه -85تا 

 شهده  گرفتهه ( در نظهر  4طول جغرافیایی مطابق شکل )

است. در این مطالعهه، یهک سیسهت  مختصهات محلهی      

درجهه   5کلاهک کروی شکل با شعاع کلاهک  صورتبه

رافیایی و صهفر  عر  جغ یدرجه -90و مختصات مرک  

قرارگرفتهه اسهت.    مورداستفادهطول جغرافیایی  یدرجه

موقعیت مرک  و شعاع سیست  مختصات کلاهک کهروی  

 یکامل منطقه طوربهاست که بتواند  یاگونهبه ذکرشده

 .((4)شکل ) جنوبگان را پوشش دهد

 

 
 : منطقه مورد مطالعه4شكل
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          میاه.. کرۀ. جنیب   قطی   در محلیی  گرانش میدان سازیمدل
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 شدهیسازهیشبشاهدا  م -1-4

سازی میهدان ثقهل در   برای مدل مورداستفادهمشاهدات 

 یشهده یسهاز هیشهب قطب جنوب ماه، از طریق موقعیت 

در  PM(1(گریهل هنگهام مأموریهت اولیهه      یزوج ماهواره

 شهده دادهکیلومتر و مأموریت توسعه  50ارتفاع متوسط 

)XM(2  کیلههومتر سههطح مههاه و   20در ارتفههاع متوسههط

بهرای   GL1500E کارگیری مدل ژئوپتانسیلهمچنین به

 آمهده دسهت بهه ، LGDسازی تغییهرات مشهاهدات   شبیه

 مهوج طهول ههای  است. این مشاهدات پس از حذف داده

بهرای  باشهند.  مهی  1500تها   400، شهامل درجهات   بلند

 ( مراجعه شود.1ج ئیات بیشتر به جدول )

( نمایش مناسبی جهت درک بهتهر پراکنهدگی   5شکل )

گریهل اسهت، کهه     یمشاهدات و مختصات زوج ماهواره

 3آ-ی گریهل بیانگر موقعیت و پراکندگی موقعیت ماهواره

 باشد.می ماههسهزمانی  یدر بازه 4ب-و گریل

 ارتفهاع پهایین مهاهواره و    لیه به دلگریل  یمدار ماهواره

تغییرات بالای میدان گرانش بسیار پر نوسان اسهت کهه   

ی بهالای مهاه بهر    جاذبهه  دانیه ماثهر   یدهندهاین نشان

باشد. بهرای درک  گریل می یاغتشاشات مداری ماهواره

مهاه،   یبهتر می ان تغییرات میدان گرانش در سطح کره

آ هنگههام -گریههل یتغییههرات ارتفههاعی مههدار مههاهواره  

بهه کمهک    دشهده یتمد ههای مأموریت اولیه و مأموریهت 

  است. شدهداده( نشان 6شکل )

 شهود بهه دلیهل   ( ملاحظه مهی 6)که در شکل طورهمان

 دیه تمد مأموریهت کاهش ارتفاع ماهواره گریل در طهول  

میهدان  تغییهرات بهالای    ریتهأث ، مدار گریهل تحهت   شده

دارای نوسههانات بسههیار  جهههیدرنتگههرانش قرارگرفتههه و 

زیادی به نسبت مأموریت اولیهه اسهت. از سهویی بهرای     

 در این بکار گرفتههای درک بهتر تغییرات ارتفاعی داده

 .است شده  یترس مأموریتهر  مقاله، تفاوت ارتفاعی

 

                                                           
1 Primary Mission 
2 Extended Mission 
3 GRAIL-A 
4 GRAIL-B 

سازی محلی میدان ثقل بر مبنای توابع مدل -2-4

 بدر روی منطقده   ASCH هارمونیک کلاه کدروی   

 ماه   یقطب جنوب کره

سههازی میههدان گههرانش در  در حالههت اول بههرای مههدل 

اولیهههه  مأموریهههتههههای از داده مهههوردنظری منطقهههه

ضهرایب بهه   پهس از ایجهاد مهاتریس    است.  شدهاستفاده

نرمهال، ضهرایب    ی( و تشهکیل معادلهه  17کمک رابطه )

از طریهق   ASCHژئوپتانسیل حاصل از توابع هارمونیک 

شهوند.  حل مسئله معکوس و پایدارسازی محاسهبه مهی  

ههای کنترلهی کهه در    ژئوپتانسیل محلی بها داده  بیضرا

شهوند.  است، ارزیابی می نشدهاستفادهی معکوس مسئله

ین برازش مدل بر روی مشاهدات و همچنین جهت بهتر

میدان سازی جویی زمان و کاهش محاسبات، مدلصرفه

ی گردد. درجهه با مقادیر مختلف درجه انجام می گرانش

درجهه در قطهب جنهوب مهاه بها       5بهینه برای کلاههک  

 باشد.  می 40اولیه  برابر  مأموریتهای استفاده از داده

و مقهادیر   ASCHمهدل   بهین  اختلافتوان همچنین می

LGD ( بررسی نمهود.  7در نقاط کنترل را مطابق شکل )

رجهه،  اسهت، بها افه ایش د    مشهاهده قابهل که  طورهمان

بهترین تطبیق مدل و  تیدرنهاو  افتهیبهبودسازی مدل

 است. شدهحاصل 40مقادیر در درجۀ 
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 عات مکانیمهندسی فناوری اطلا -نشریه علمی 

 1403بهار  شماره نخست   ال دوازدهمس

 گریل یشدهیسازهیشبهای : داده1جدول 

 زمانی بازه
 ارتفاع متوسط

 )متر(
𝝈 

 بیشترین

 LGDمقدار

(μGal) 

 کمترین مقدار

LGD 
(μGal) 

 

 آنالیز

 

 مأموریت

 2012مارس  1

 - 

 2012می  29

50100 000374/0 55/0 54/0- 
مأموریت 

 اولیه

 2012آگوست  30
– 

 2012نوامبر  18
21300 2517/0 4/364 1/402- 

مأموریت 

 دشدهیتمد

 

 

 
گریل ی: پراکندگی موقعیت زوج ماهواره5شكل 

 

 
)  XM شدهدادهتوسعه  )مدار قرمز( و مأموریت PMاولیه  زمانی مأموریت یل در بازهی گر: اختلاف ارتفاعی مدار ماهواره6شكل 

 مدار آبی (
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          میاه.. کرۀ. جنیب   قطی   در محلیی  گرانش میدان سازیمدل
 محسن فیضی و همکاران

 

 
)رنگ قرمز( برای درجا  مختلف مدل  LGD)رنگ آبی( و مشاهدا   ASCHاز مدل  آمدهدستبه: مقایسۀ نتایج 7شكل 

40 درجۀ -4، 30درجۀ  -3، 20درجۀ  -2، 10درجۀ  -1: از بالا به پایین  ASCHهارمونیک محلی

بیشتر میدان  ریتأثو  XMبه دلیل ارتفاع کمتر مأموریت 

سازی محلهی  گرانش، در ادامه ارزیابی دیگری برای مدل

ASCH  است. پس برای حالهت دوم، ابتهدا از    شدهانجام

تهر از  که دارای اطلاعهات ج ئهی   XM های مأموریتداده

سازی و تشکیل ضهرایب  برای مدلاست،  میدان گرانش

شود. این تغییهرات میهدان   هارمونیک محلی استفاده می

کیلهومتر از سهطح    20ارتفاعی متوسط یگرانش در لایه

ضهرایب   دیه تائدر ادامهه بهرای    اسهت.  شدهمحاسبهماه، 

در  آمهده دستبهاز ضرایب مدل  شدهحاصلژئوپتانسیل 

 LGDهههای قبلههی، از آن بههرای تشههکیل داده یمرحلههه

جهههت بههرآورد میههدان ثقههل مأموریههت اولیههه اسههتفاده  

سهنجی مهدل ژئوپتانسهیل    صهحت  صورتنیبدشود. می

 ((.8گیرد. )شکل )صورت می

 

 
 ، LGD(m/s^2) شاهدا  م -1کیلومتر سطح ماه، از چپ به راست  20ی ارتفاعی متوسط : تغییرا  میدان ثقل در لایه8شكل

(m/s^2)اختلاف بین مدل و مشاهدا   -3و  ASCH(m/s^2) مدل  -2 
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 عات مکانیمهندسی فناوری اطلا -نشریه علمی 

 1403بهار  شماره نخست   ال دوازدهمس

و ارزیهابی   شهده انجهام جهت اف ایش اطمینان از فرآیند 

 ضرایب ژئوپتاسیل مهدل، تهابع پایهه هارمونیهک محلهی     

شهود.  ارزیابی می LGDهای توسط پروفایل کنترلی داده

هستند که در  هاییهای کنترلی حاوی دادهاین پروفایل

ی شهوند و در منطقهه  معکهوس اسهتفاده نمهی    یمسئله

قطب جنوب ماه پراکندگی مناسبی دارند. بنهابراین، مها   

 هایرا با داده ASCHاز مدل  آمدهدستبه LGDمقادیر 

LGD   حاصههل از مههدلGL1500E هههای در پروفایههل

کنهی . بهرای ارزیهابی بهتهر نتهایج      کنترلی مقایسهه مهی  

ههای کنترلهی در دو   سه بر روی پروفایلعددی، این مقای

( نتهایج  2شهود. در جهدول )  انجام می ذکرشدهمأموریت 

 یدو ارزیهابگر ریشهه   صهورت بهمحاسبه و  ASCHمدل 

صهحت ضهرایب مهدل     میانگین مربعات خطا  و میانگین

 شود.محلی نشان داده می

 
 شدهمشاهدهسازی و حاصل از مدل LGD هایمیانگین مربعا  خطا و میانگین برای اختلاف ریشهی گرهاابیارز: مقدار 2جدول

 شده دادهدر پروفایل کنترل مأموریت اولیه و مأموریت توسعه 

 میانگین مربعا  خطا ریشه مأموریت
(μGal) 

 میانگین
(μGal) 

maxK
 

 °50 05/0 08/0 مأموریت اولیه

 °50 12/0 15/0 دشدهیتمدمأموریت 

نشان  ASCHبررسی نتایج عددی حاصل از مدل محلی 

علاوه بر اینکه در مطالعات  ASCHدهد، مدل محلی می

جنوبگهان مفیهد اسهت،     یای خاص مانند منطقهمنطقه

توانهد بها اسهتفاده از ضهرایب بسهیار کمتهر و دقهت        می

رزولوشن مکهانی مناسهب، تغییهرات میهدان گهرانش را      

ههای  ی هارمونیهک واسهطه بهه  شهده ساختههمانند مدل 

 بسیار بالا بیان نماید. با درجه و مرتبهکروی 

 گیرینتیجه -6

سهازی میهدان   برای مدل ASCHابع در این پنوهش از ت

بهر روی   LGDگرانش محلی بها اسهتفاده از مشهاهدات    

کهارگیری  استفاده کردی . بها بهه  ماه  یکرهقطب جنوب 

در تههابع هارمونیههک  LOSعملگههر دیفرانسههیل گرانشههی 

ASCH ماتریس ضرایب و سپس معادله نرمال را تعریف ،

روش  معکوس با استفاده از یکنی . در ادامه، مسئلهمی

شهود تها ضهرایب ژئوپتانسهیل بهه      پایدارسازی حهل مهی  

آید. در این مطالعهه از دو سهناریو جههت ارزیهابی     دست

 صهرفا  استفاده کردی . در حالهت اول    شده انتخابمدل 

ی استفاده شد سازمدلاولیه برای  تیمأموراز مشاهدات 

قرار گرفهت،  و نتایج آن در درجات مختلف مورد ارزیابی 

بهروی   شهده  جادیابرای صحت سنجی مدل ژ وپتانسیل 

ی معکوس مسئلهمنطقه از یکسری نقاط کنترلی که در 

. نتهایج عهددی نشهان     یبهر یمه است، بهر  نشدهاستفاده

ی سهاز مهدل مهدل محلهی توانهایی بهالایی در      دهنهد یم

دارد.  در ادامه در  سهناریو دوم   تیمأمورمشاهدات این 

اولیهه و   ههای اع متفاوت گریل در مأموریهت به دلیل ارتف

 تیمأموردر  یسازمدلو یالش بیشتر  شدهدادهتوسعه 

 شهده دادهتوسهعه   مأموریتهای ،از دادهشدهدادهتوسعه 

سنجی مدل از جهت برآورد ضرایب مدل و جهت صحت

اولیهه اسهتفاده نمهودی . امها جههت       مأموریهت های داده

ارزیابی اینبار علاوه بر انتخاب نقاط کنتهرل بهروی لایهه    

ی معکههوس از مشههاهدات  مسههئله مشههاهدات ورودی 

ارزیههابی مههدل ژئوپتانسههیل  جهههتههه اولیههه  تیههمأمور

حاصل از  RMSE، جهیرنت، د یکنیماستفاده  جادشدهیا

 LGDو مشههاهدات  ASCHاز روش  شههده جههادیا مههدل

میکروگال و  08/0موریت اولیه در نقاط کنترل برابر با مأ

برابهر بها    شهده دادهدر مورد مشاهدات مأموریت توسهعه  

است. با توجه به افه ایش   آمده دستبهمیکروگال  15/0
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          میاه.. کرۀ. جنیب   قطی   در محلیی  گرانش میدان سازیمدل
 محسن فیضی و همکاران

 

ههای  نسهبت بهه مهدل    جادشهده یارزولوشن مکانی مدل 

وجهود آب در   یتوانی  بهرای مطالعهه  جهانی موجود، می

ساختار و ترکیب درونهی مهاه   قطب جنوب ماه و بررسی 

بعنههوان مطالعههات آتههی  .از ایههن روش اسههتفاده نمههایی 

گردد که اولا از تلفیهق دو ماموریهت جههت    پیشنهاد می

با استفاده   بهبود و گسترش طیف فرکانسی مدل محلی

ه گردد، های مطرح مشاهدات میدان ثقل استفاداز روش

های ژئوپتانسیل وابسته به زمهان  استفاده از مدلثانیا با 

ماهیانه و فصهلی ایجهاد شهده، اطلاعهات دخیهره آب در      

 قسمت قطب جنهوب مهورد ارزیهابی قهرار گیهرد، تها الا      

ههای شهاکلتن قطهب    فرضیه ادعایی وجود یخ در دهانهه 

جنوب ثابت شود و ثانیا می ان تغییرات توده جرمی یهخ  

 زیابی قرار گیرد.موجود در این منطقه مورد ار

  

 پیوست:

m(، 17در رابطه )
kF   وm

kG  جملات:  شدهخلاصه 

( , , , , , )m

k B B B A A AF r r           
1

' ' ' '

11' '

1
cos (cos ) ( , )

k

B B B B

B B

n

mk
k

nR
m P R

r r
   



   
   
   
     

1

' ' ' '

12' '

1
cos (cos ) ( , )

k

A A A A

A A

n

mk
k

nR
m P R

r r
   



   
   
   
     

'

1

' ' '

21'

(cos )
cos ( , )

k

B B B

B
B

n
m

kPR
m R

r
 


  







   
         

1

22'

(cos )
cos ( , )

k

A A

n
m

k
A A A

PR
m R

r
 


  





 

   
           

1

31

1
sin (cos ) ( )

sin

kn

m

B k B B

B B

R
m P R

r
  





 
   

    
1

32

1
sin (cos ) ( )

sin

kn

m

A k A A

A A

R
m P R

r
  





 
   

    

   ( , , , , , )m

k B B B A A AG r r           
1

11

1
sin (cos ) ( , )

kn

mk
B k B B B

B B

nR
m P R

r r
   



   
      

      
1

12

1
sin (cos ) ( , )

kn

mk
A k A A A

A A

nR
m P R

r r
   



   
      

      
1

21

(cos )
sin ( , )

k

B

n
m

k
B B B

B

PR
m R

r
 


  





 

   
     

     
1

22

(cos )
sin ( , )

k

A

n
m

k
A A A

A

PR
m R

r
 


  





 

   
     

     
1

31

1
cos (cos ) ( )

sin

kn

m

B k B B

B B

R
m P R

r
  





 
   

    

 [
 D

O
I:

 1
0.

61
18

6/
jg

it.
12

.1
.1

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jg

it.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

06
 ]

 

                            13 / 17

http://dx.doi.org/10.61186/jgit.12.1.1
http://jgit.kntu.ac.ir/article-1-902-en.html


 

 14 

 عات مکانیمهندسی فناوری اطلا -نشریه علمی 

 1403بهار  شماره نخست   ال دوازدهمس

1

32

1
cos (cos ) ( )

sin

kn

m

A k A A

A A

R
m P R

r
  





 
   

    
11R  ،12R ،22R ،31R   32وR   در روابطm

kF   وm
kG  جملات: شدهخلاصه 

 11( , ) sin ( cos sin ) cos /B B B B B BR X Y Z                
 12( , ) sin ( cos sin ) sin /A A A A A AR X Y Z                
 22( , ) cos ( cos sin ) sin /A A A A A AR X Y Z                

31( ) ( sin cos ) /B B BR X Y         
32( ) ( sin cos ) /A A AR X Y       

 
 

 مراجع

[1] N. Sneeuw, Physical Geodesy. 2004. 

[2] O. D. Kellogg, "The Potential," in 

Foundations of Potential Theory, O. D. 

Kellogg, Ed. Berlin, Heidelberg: Springer 

Berlin Heidelberg, 1929, pp. 48-84. 

[3] R. S. Nerem, S. M. Klosko, and N. K. 

Pavlis, "Applications of Global Gravity 

Field Models in Geodesy and 

Oceanography," in Global Gravity Field 

and Its Temporal Variations, Berlin, 

Heidelberg, 1996, pp. 1-11: Springer 

Berlin Heidelberg. 

[4] F. Tavares. (2018). Ice Confirmed at the 

Moon’s Poles. Available: 

https://www.nasa.gov/feature/ames/ice-

confirmed-at-the-moon-s-poles. 

[5] M. T. Zuber, D. E. Smith, D. H. Lehman, T. 

L. Hoffman, S. W. Asmar, and M. M. 

Watkins, "Gravity Recovery and Interior 

Laboratory (GRAIL): Mapping the Lunar 

Interior from Crust to Core," Space Science 

Reviews, vol. 178, no. 1, pp. 3-24, 

2013/09/01 2013. 

[6] G. V. Haines, "Spherical cap harmonic 

analysis," Journal of Geophysical 

Research: Solid Earth, 

https://doi.org/1029/10/JB090iB03p02583 

vol. 90, no. B3, pp. 2583-2591, 1985/02/28 

1985a. 

[7] G. V. Haines, "Spherical cap harmonic 

analysis of geomagnetic secular variation 

over Canada 1960–1983," Journal of 

Geophysical Research: Solid Earth, 

https://doi.org/1029/10/JB090iB14p12563 

vol. 90, no. B14, pp. 12563-12574, 

1985/12/10 1985b. 

[8] L. Jiancheng, C. Dingbo, and N. Jinsheng, 

"Spherical cap harmonic expansion for 

local gravity field representation," 

Manuscripta geodaetica, vol. 20, no. 4, pp. 

265-265, 1995. 

[9] A. De Santis, "Conventional spherical 

harmonic analysis for regional modelling 

of the geomagnetic field," Geophysical 

Research Letters, 

https://doi.org/1029/10/92GL01068 vol. 19, 

no. 10, pp. 1065-1067, 1992/05/22 1992. 

[10]  S.-C. Han, "Improved regional gravity 

fields on the Moon from Lunar Prospector 

tracking data by means of localized 

spherical harmonic functions," Journal of 

Geophysical Research: Planets, 

https://doi.org/1029/10/2008JE003166 vol. 

113, no. E11, 2008/11/01 2008. 

[11]  S. Goossens, Y. Ishihara, K. Matsumoto, 

and S. Sasaki, "Local lunar gravity field 

analysis over the South Pole-Aitken basin 

from SELENE farside tracking data," 

Journal of Geophysical Research: Planets, 

https://doi.org/1029/10/2011JE003831 vol. 

117, no. E2, 2012/02/01 2012. 

[12]  G. Younis, "Regional Gravity Field 

Modeling with Adjusted Spherical Cap 

 [
 D

O
I:

 1
0.

61
18

6/
jg

it.
12

.1
.1

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jg

it.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

06
 ]

 

                            14 / 17

http://dx.doi.org/10.61186/jgit.12.1.1
http://jgit.kntu.ac.ir/article-1-902-en.html


 

 15 

          میاه..  کیرۀ  جنیب   قطی   در محلیی  گرانش میدان سازیمدل
 محسن فیضی و همکاران

Harmonics in an Integrated Approach," 

2013. 

[13]  M. Raoofian Naeeni and M. Feizi, 

"Regional Gravity Field Modelling using 

Adjausted Spherical Cap Harmonic 

Analysis," (in eng), Journal of Geomatics 

Science and Technology, Research vol. 7, 

no. 1, pp. 115-124, 2017. 

[14]  m. Feizi and M. R. Naeeni, "Local gravity 

field modeling using basis functions of 

harmonic nature and vector airborne 

Gravimetry, Case Study: Gravity field 

modeling over north-east of Tanzania 

region," (in Fa), Journal of the Earth and 

Space Physics, vol. 44, no. 3, pp. 523-534, 

2018. 

[15]  É. L. Akim, "Determination of the 

Gravitational Field of the Moon from the 

Motion of the Artificial Lunar Satellite 

"Luna-10"," Soviet Physics Doklady, vol. 

11, p. 855, April 01, 1967 1967. 

[16]  A. S. Konopliv et al., "The JPL lunar 

gravity field to spherical harmonic degree 

660 from the GRAIL Primary Mission," 

Journal of Geophysical Research: Planets, 

https://doi.org/1002/10/jgre.20097 vol. 

118, no. 7, pp. 1415-1434, 2013/07/01 

2013. 

[17]  M. Erwan. Lunar Gravity Field: 

GRGM1200A. Available: 

https://pgda.gsfc.nasa.gov/products/50 

[18]  B. D. Tapley, S. Bettadpur, M. Watkins, 

and C. Reigber, "The gravity recovery and 

climate experiment: Mission overview and 

early results," Geophysical Research 

Letters, vol. 31, no. 9, 2004. 

[19]  W. M. Klipstein et al., "The Lunar Gravity 

Ranging System for the Gravity Recovery 

and Interior       Laboratory (GRAIL) 

Mission," Space Science Reviews, vol. 178, 

no. 1, pp. 57-76, 2013/09/01 2013. 

[20]  R. Rummel, "Determination of short-

wavelength components of the gravity field 

from satellite-to satellite tracking or 

satellite gradiometry," manuscripta 

geodaetica, vol. 4, no. 2, pp. 107-148, 

1979. 

[21]  S. R. Ghaffari-Razin and B. Voosoghi, 

"Regional ionosphere modeling using 

spherical cap harmonics and empirical 

orthogonal functions over Iran," Acta 

Geodaetica et Geophysica, vol. 52, 01/29 

2016. 

[22]  M. Feizi, M. Raoofian-Naeeni, and S.-C. 

Han, "Comparison of spherical cap and 

rectangular harmonic analysis of airborne 

vector gravity data for high-resolution (5/1 

km) local geopotential field models over 

Tanzania," Geophysical Journal 

International, vol. 227, no. 3, pp. 1465-

1479, 2021. 

[23]  M. Šprlák, S.-C. Han, and W. 

Featherstone, "Integral inversion of GRAIL 

inter-satellite gravitational accelerations 

for regional recovery of the lunar 

gravitational field," Advances in Space 

Research, vol. 65, no. 1, pp. 630-649, 2020. 

[24]  M. Šprlák and S.-C. Han, "On the use of 

spherical harmonic series inside the 

minimum Brillouin sphere: Theoretical 

review and evaluation by GRAIL and LOLA 

satellite data," Earth-Science Reviews, vol. 

222, p. 103739, 2021. 

[25]  S. Goossens, Á. Fernández Mora, E. 

Heijkoop, and T. J. Sabaka, "Patched local 

lunar gravity solutions using GRAIL data," 

Earth and Space Science, vol. 8, no. 11, p. 

e2021EA001695, 2021. 

[26]  M. Šprlák, S.-C. Han, and W. 

Featherstone, "Forward modelling of 

global gravity fields with 3D density 

structures and an application to the high-

resolution (~ 2 km) gravity fields of the 

Moon," Journal of Geodesy, vol. 92, no. 8, 

pp. 847-862, 2018. 

[27]  M. Šprlák, S.-C. Han, and W. 

Featherstone, "Spheroidal forward 

modelling of the gravitational fields of 1 

Ceres and the Moon," Icarus, vol. 335, p. 

113412, 2020. 

[28]  K. Ghobadi Far et al., "A transfer function 

between line of sight gravity difference and 

 [
 D

O
I:

 1
0.

61
18

6/
jg

it.
12

.1
.1

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jg

it.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

06
 ]

 

                            15 / 17

http://dx.doi.org/10.61186/jgit.12.1.1
http://jgit.kntu.ac.ir/article-1-902-en.html


 

 

 
16 

 مهندسی فناوری اطلاعات مکانی -نشریه علمی         

 1403بهار  نخست  شماره  ال دوازدهمس

GRACE intersatellite ranging data and an 

application to hydrological surface mass 

variation," Journal of Geophysical 

Research: Solid Earth, vol. 123, no. 10, pp. 

9186-9201, 2018. 

[29]  C. Hirt, W. Featherstone, M. Kuhn, and S. 

Claessens, "Comments on “A high 

resolution Mars surface gravity 

grid”(Górski et al., 2018, Planetary and 

Space Science 160, 84–106)," Planetary 

and Space Science, vol. 176, p. 104685, 

2019. 

[30]  M. Šprlák, S. Han, and W. Featherstone, 

"Is the spheroidal approximation of the 

Moon important for high-resolution 

forward gravitational field modelling?." 

[31]  M. Šprlák, "Crustal density and global 

gravitational field models on the Moon 

from GRAIL and LOLA satellite data.". 

[32]  Hansen, P. C. (1998). Rank-deficient and 

discrete ill-posed problems : numerical 

aspects of linear inversion. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

61
18

6/
jg

it.
12

.1
.1

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jg

it.
kn

tu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

06
 ]

 

                            16 / 17

http://dx.doi.org/10.61186/jgit.12.1.1
http://jgit.kntu.ac.ir/article-1-902-en.html


 

 1 

 

K. N. TOOSI  UNIVERSITY  OF  TECHNOLOGY 
FACULTY  OF  GEODESY  AND  GEOMATICS  ENGINEERING 

Journal of Geospatial Information Technology  
Vol.12, No.1, Spring 2024 

 

Research Paper 
 

 

 

 

Local gravity field modeling for the south pole of the Moon by GRAIL 

satellite data 

 
 

3, Maryam Miri 2 , Mehdi Raoofian Naeini*1 Mohsen Feizi 

 
 

1- Ph.D. student of geodesy, Department of Geodesy and Geomatics, K.N. Toosi University of Technology 

2- Associate professor in Department of Geodesy and Geomatics, K.N. Toosi University of Technology 

3- Ms.c student of Geodesy, Department of Geodesy and Geomatics, K.N. Toosi University of Technology

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Abstract 

In this study, the ability of local basic functions in static modeling of the Moon's gravity field is investigated by 

using the local harmonic functions and the artificial observations of the Primary and Extended Missions of 

GRAIL satellite and GL1500E global model. In this modeling, three months of GRAIL observations are used to 

form the observational gravity data. The observation used in this research is the gravity difference along the line 

of sight of the satellite pair (LGD). Due to the supposition that there are ice masses distributed on the moon, 

analysis and modeling of variations in the gravitational field are crucial. Modeling the moon's gravity field is 

complicated by the presence of the earth's gravity field and its effect on the dynamic orbit of the GRAIL satellite. 

In this study, the coefficients of the local gravity model have been obtained by forming the normal equation 

through adjusted spherical cap harmonic basic functions (ASCH) and solving the inverse problem. In this study, 

in the first scenario, the modeling of the gravity field using primary mission data (an average altitude of 50 km) 

is discussed. In the second scenario, due to the different altitude layers of the Primary Mission (average altitude 

of 50 km) and the Extended Mission (average altitude of 20 km), observations from the Extended Mission are 

used to provide ASCH coefficients. The observations from the primary mission are used to evaluate the accuracy 

of the model. The results of the constructed model on the  primary mission data at control points was 0.08 micro 

Gal and the results of the control points on the  extended mission observations was 0.15 micro Gal. As a result, 

the lunar South Pole local geo-potential model's validation is confirmed. By employing fewer coefficients the 

method we used showed an acceptable spatial precision of the gravity field of the changes compared to the geo-

potential models such as GL1500E. 

 

Key words: Adjusted spherical cap harmonic, local gravity field. 
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